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二阶动力学系统的输出反馈模型跟踪
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摘 要:采用完全参数化的方法对二阶动力学系统基于输出反馈的模型跟踪进行设计．目标是
使被控对象的输出渐近跟踪参考模型的输出，给出了控制器的存在条件，控制器的形式，同时基于

一类二阶 Sylvester 矩阵方程的完全参数化解，将控制器的增益矩阵进行了完全的参数化．其参数化
表达式中含有两组自由参数向量，为满足对系统性能的其它要求提供了可能．该参数化表达式直接
利用原系统参数数据，仅包含 n维矩阵变换．
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Abstract: In this paper we investigated for the model tracking control by a complete parametric solution based
on output feedback controllers in second-order dynamical systems in the paper． To track the outputs of the reference
model asymptotically by the outputs of the controlled system，existing conditions and the form of the output feedback
controller are induced，and the gain matrix of the controller is completely parameterized based on the parametric so-
lution for a class of second-order Sylvester matrix equations． Moreover，the two free parametric vectors included in
the expression offer the possibilities of satisfying other performance specifications． The approach uses the original
system data directly and calculates only on n-dimensional matrices．
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0 引 言

模型参考控制是控制系统设计的一个重要方

向，正如文［1］所说，在控制领域中大量存在对参考
模型( 又称指令发生器、预定的轨迹) 输出信号跟踪

问题，飞机沿着一条理想的近似于指数曲线着陆，雷

达天线跟踪一个运动着的飞行器都是这方面的典型

例子．
二阶系统被广泛应用于描述机械振动、机器人

及空间飞行器的运动，但很长一段时间二阶系统并

没有成为一个独立的研究对象，而是作为增广一阶



系统对待，采用一阶系统的研究方法对其进行讨论．
随着对二阶系统结构的认识，学者们发现增广一阶

系统破坏了二阶系统原有结构的特殊性，同时在物

理实现上也带来了困难，于是引起了对二阶系统研

究的广泛关注［2 － 8］．
本文利用输出反馈来实现线性二阶动力学系统

对于参考模型输出的渐近跟踪． 控制律是由被控对
象输出和参考模型输出组成，其实现两方面的功能，

一方面利用被控对象的输出来镇定被控对象，另一

方面利用参考模型的输出来实现渐近跟踪误差的

消除．

1 问题描述

考虑如下的二阶动力学系统

Mẍ +Dx + Kx = Bu
y = C0x + C1

}x
( 1)

其中: x∈Rn、u∈Rr 和 y∈Rm 分别为系统的状态向

量、输入和输出向量 M，D，K∈Rn × n，B∈Rn × r和 C0，

C1∈Rm × n为系统矩阵，满足下述假设．
假设 1: det( M) ≠0，rank( B) = r．
给定参考模型系统:

ẍm +Dm xm + Kmxm = 0

ym = Cm0xm + Cm1 x }
m

( 2)

其中 xm∈Rp 为参考模型的状态向量，Dm，Km∈
Rp × p，Cm0，Cm1∈Rm × p为已知的系统矩阵．
本文的目的是为二阶动力学系统( 1 ) 设计一个

控制律，使得闭环系统的输出 y( t) 渐近跟踪给定的
参考模型输出信号 ym ( t) ，即

lim
t→∞
［y( t) － ym ( t) ］= 0 ( 3)

2 控制器设计

被控对象 ( 1 ) 可以增广成如下的一阶系统
形式:

z = Aez + Beu

y = Ce
}z

( 4)

其中

z =
x[ ]x ，Ae =

0 I
－M － 1K －M － 1[ ]D

Be =
0

M － 1[ ]B
，Ce = C0 C[ ]









1

( 5)

同样的参考模型系统( 2 ) 也能够增广为一阶状

态空间的形式:

zm = Amezm
ym = Cmez{

m

( 6)

其中

zm =
xm

x[ ]
m

，Ame =
0 I

－ Km － D[ ]
m
，Cme = Cm0 Cm[ ]1

( 7)
既然参考模型通常是已经选择的“好系统”，不

失一般性这里假设系统矩阵 Ame是非亏损的，对矩

阵 Ame进行若当分解可得

Ame = VmeΛmV
－ 1
me ( 8)

其中:

Vme =
Vm

V'[ ]
m

=
vm1 vm2 … vm( 2p)

v'm1 v'm2 … v'm( 2p[ ]
)

和

Λm = diag( sm1，sm2，…，sm( 2p) )
分别为矩阵 Ame的特征向量矩阵和特征值矩阵．
定义 1 如果控制律 u = Foy 能够镇定系统

( 1) ，则称系统( 1) 能够通过输出反馈镇定，而 Fo 称

为输出反馈镇定器的增益．
设 Fo∈Rr × m为镇定系统的任意输出反馈增益

阵，珟Go∈Rn × 2p和 珟Ho∈Rr × 2p为满足下面两个方程的

实数阵:

M珟GoVmeΛ
2
m +D珟GoVmeΛm + K珟GoVme － B珟HoVme = 0 ( 9)
C0珟GoVme + C1珟GoVmeΛm － CmeVme = 0 ( 10)

其中
珟Go =GoCme，珟Ho =HoCme ( 11)

则有下述定理．
定理 1 给定二阶动力学系统( 1) 和参考模型

( 2) ，设 Fo∈Rr × n为镇定系统( 1 ) 的输出反馈增益
阵，Go和 Ho 为满足方程( 9) ～ ( 11) 的矩阵，则当控
制律

u = us + uc

其中:

us = Foy，uc = ( Ho － Fo ) ym ( 12)
应用到系统( 1 ) 时，闭环系统的输出满足渐近跟踪
条件( 3) ．
证明: 采用参考模型输出直接前馈的概念，令

z = δz +Goeym，u = δu +Hoym ( 13)
式中: Goe和 Ho分别为要确定的 2p × m 维和 r × m
维实常数矩阵使得

δy = y － ym
趋近于零．
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利用式( 4) 和式( 6) ，并注意到式( 13) 可得
δz = Aeδz + Beδu + ( AeGoeCme +

BeHoCme －GoeCmeAme ) zm ( 14)
δy = Ceδz + ( CeGoeCme － Cme ) zm ( 15)

容易看出，当

AeGoeCme + BeHoCme －GoeCmeAme = 0 ( 16)
CeGoeCme － Cme = 0 ( 17)

成立时，式( 14) 和( 15) 可描述为误差系统
δz = Aeδz + Beδu

δy = Ceδ{ z
的形式．这样如果控制律

u = Foy
能够镇定系统( 1) 或( 4) ～ ( 5) ，则控制律

δu = Foδy ( 18)
也能够镇定误差系统，即系统

δz = ( Ae + BeFoCme ) δz

δy = Ceδ{ z
是渐近稳定的，从而渐近跟踪条件( 3 ) 满足． 式
( 16) 和( 17) 可以用被控对象的参数来表示．令

Goe =
Go

G'[ ]
o

再将 Ae，Be 代入等式( 16) 并将之分解可得:
G' o Cme =GoCmeAme ( 19)

－M － 1KGoCme －M
－ 1DG'oCme +M

－ 1BHoCme －
G'oCmeAme = 0 ( 20)

将式( 19) 代入式( 20) 并整理可得:
MGoCmeAmeAme +DGoCmeAme + KGoCme － BHoCme = 0
考虑到式( 8) ，上式可整理为
MGoCmeVmeΛ

2
m +DGoCmeVmeΛm + KGoCmeVme －

BHoCmeVme = 0 ( 21)
同样的，式( 17) 可整理为

C0GoCmeVme + C1GoCmeVmeΛm － CmeVme = 0 ( 22)
注意到式( 11) ，则式( 21) 和式( 22) 可转化为式( 9)
和式( 10) ．
根据式( 13) ，易知控制律式( 18) 等价于

u = Foy + ( Ho － Fo ) ym
这样就可得出结论．

3 控制器的参数化形式

在这一部分将给出控制器的完全参数形式．这
等价于求取矩阵 Fo，Go，Ho的完全参数形式，文［5］
研究了二阶动力学系统基于输出反馈的特征结构配

置的参数化方法，给出了输出反馈增益阵的完全参

数化形式． 这样只需给出 Go，Ho的完全参数化形

式，也就是要求满足式( 9) ～ ( 11) 的 Go，Ho 的完全

参数形式．
根据文［8］中的定理 3 易知满足式( 9) 的 珟Go和

珟Ho 可表示为
珟Go = N( sm1 ) f1 N( sm2 ) f2 … N( sm( 2p) ) f2[ ]p V － 1

me

( 23)
珟Ho = D( sm1 ) f1 D( sm2 ) f2 … D( sm( 2p) ) f2[ ]p V － 1

me

( 24)
其中，N( s) ∈Rn × r［s］和 D( s) ∈Rr × r［s］为满足有理
右既约分解

( s2M + sD + K) － 1B =N( s) D － 1 ( s) ( 25)
的多项式矩阵．
根据线性方程的理论可知，式( 11 ) 关于 Go 和

Ho 有解的充要条件是

rank( Cme ) = rank
Cme

珟G[ ]
o

( 26)

和

rank( Cme ) = rank
Cme

珟H[ ]
o

( 27)

成立．考虑到( 23) 和( 24 ) ，式( 11 ) 有解时 Go 和 Ho

可表示为

Go = N( sm1 ) f1 N( sm2 ) f2 … N( sm( 2p) ) f2[ ]p ×
V － 1

me ( Cme )
T［( Cme ) × ( Cme )

T) ］－ 1 ( 28)
和

Ho = D( sm1 ) f1 D( sm2 ) f2 … D( sm( 2p) ) f2[ ]p ×

V － 1
me ( Cme )

T［( Cme ) × ( Cme )
T) ］－ 1 ( 29)

考虑到式( 23) ，式( 10) 可表示为
［C0N( smi ) + smiC1N( smi) ］ fi = Cmevmei，

i = 1，2，…，2p ( 30)
根据上面的论述，得到以下结论．
定理 2 设系统( 1 ) 是可控的，多项式矩阵

N( s) ∈Rn × r［s］和 D( s) ∈Rr × r［s］满足有理右既
约分解式( 25) ，则

1) 联立矩阵方程( 9 ) ～ ( 11 ) 关于 Go 和 Ho 有

解的充要条件是式( 26) 、式( 27) 和下式成立．
rank( Φi ) = rank［Φi T i］，i = 1，2，…，2p ( 31)
其中

Φi = C0N( smi ) + smiC1N( smi ) ，T i = Cmevmei，
i = 1，2，…，2p

2) 当式( 26) ，( 27) 和( 31) 成立时，一切满足矩
阵方程( 9 ) ～ ( 11 ) 的实矩阵 Go和 Ho 的全体是由
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( 28) 和( 29) 给出．其中 fi∈Cr，i = 1，2，… 2p 满足
( 26) ，( 27) 和下述约束
约束 1: 当 si = sj时，fi = fj ;
约束 2: Φi fi = Ti，i = 1，2，…，2p．
需要说明的是，本文的控制器有三个方面的约

束，第一是基于输出反馈的控制器要存在，其次式

( 26) ～ ( 27) 要满足，最后式( 31 ) 要满足，这将限制
其实际应用，也很难给出具体的数值算例．

4 结 语

本文针对被控对象和参考模型的状态不可得的

情况，讨论了二阶动力学系统基于输出反馈的模型

跟踪问题．提出了控制器的形式，推导出了控制器的
存在条件，同时将控制器的增益矩阵进行了完全的

参数化．
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